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Наша музыкальная офрография основана на пифагоровой шкале, от любой из ступеней которой может быть исполнено множество мелодий. Говоря, что шкала пригодна для исполнения мелодии, мы не берём на себя слишком много. Шкала служит средством измерения звуковысотного состава мелодии и, как всякая мера, давая представление об измеренном объекте, не даёт гарантий того, что обнаруженные измерением свойства являются её сущностными свойствами. Из этого, однако, не следует, что композиционное искусство не нуждается в возможно более глубоком понимании шкалы. Достаточно вспомнить, как даже то несовершенное понимание, которым характеризуется традиционная теория, превратило шкалу в весьма эффективное орудие полифонической композиции.

В сущности вся музыкальная теория есть не что иное, как теория шкалы (всё прочее – учение о форме). Чтобы убедиться в этом, достаточно сопоставить океан исследований по элементарной теории, гармонии и контрапункту со столь же редкими, сколь и безуспешными попытками постижения мелодии вне феноменов шкалы. Похоже, что тонометрические методы в самом деле не ведут к адекватному пониманию мелодии. Однако, отрицая эти методы, эстетики отказываются от пока единственного доступного нам средства, позволяющего теоретикам понимать друг друга. Не овладев ремеслом гармоника, эстетик лишает себя возможности быть профессионалом.

Талантливый и плодотворно работающий композитор К. однажды выразил желание поближе познакомиться с моими исследованиями. Я пригласил его и предложил прочесть одну из своих работ.  Однако чтение не пошло дальше места, где впервые появляется слово «логарифм». К. отложил рукопись и смущённо признался, что не имеет представления о логарифмическом счёте. Этот забавный (и отнюдь не исключительный) случай напоминает восточную сказку о рыбке, которая приплыла к морской царевне, чтобы узнать, как ей найти море.

Ели бы Лейбниц мог предвидеть состояние музыкальной теории конца 20 века, он несомненно придал бы своему знаменитому изречению чуть более законченный вид: «Музыка есть радость души, которая вычисляет логарифмами, сама того не сознавая». Такая цельность души сама по себе восхитительна, но, взятая в качестве теоретического метода, непрактична. Любознательный музыкант получит удовольствие и пользу, если поближе познакомится с вычислительным методом, присущим музыкальному восприятию.

Чтобы начать разговор о логарифмах, можно предложить читателю решить одну из наиболее традиционных математических задач: сколько будет дважды два? Можно не сомневаться в том, что читатель сумеет найти верный ответ, как и в том, что, вычисляя, он прибегнет к умножению. Но умножение принадлежит к высшим действиям и решение задачи может быть упрощено, если заменить умножение сложением: 21+1=22. Иначе говоря, вместо того, чтобы умножать двойку на двойку, мы нашли сумму показателей степеней множимого и множителя и записали результат в виде новой степени двойки.

  «Ничего себе упрощение, - может воскликнуть читатель, - мы и суммировали, и записывали, а получение окончательного ответа по-прежнему требует того самого умножения, которым исчерпывается решение задачи по первому способу». С точки зрения вычислителя, который не успокоится прежде, чем не закончит умножение двойки на двойку, упрёк читателя справедлив. Алгебраист рассудит иначе: «Выражение 22 не менее точно, чем выражение 4; кроме того второй способ открывает перспективный вычислительный метод». Для нас же особенно важно то, что, удваивая «октаву» (напомню,что 2 – относительная частота этого интервала), музыкант не умножает, а суммирует, т.е. поступает не как обычный вычислитель.

Точно так же поступает музыкант и в более сложных случаях. Пусть, например, ему необходимо определить, какой интервал образуется от объединения трёх, пяти и четырёх «октав». В корректной записи его решение имеет следующий вид: 23+5+4=212.

Ясно, что на сей раз вычислительные действия в самом делее гораздо более просты, чем при умножении, а полученный результат вполне отвечает цели, стоявшей перед музыкантом. Остаётся добавить, что такой способ вычислений называется логарифмическим. При этом показатели 3,5,4,12 называют логарифмами чисел 8,32,16,4096 по основанию 2. Общепринятый логарифмический счёт использует символ log так, что запись log24096=12 означает: логарифм числа 4096 по основанию 2 равен 12.

Деление чисел является действием, обратным умножению. В логарифмическим счёте делению соответствует вычитание. Рашим задачу, обратную той, с которой начали: чему равно два, делённое на два? Вычисление выглядит так: 21-1=20.

Деля сами на себя числа 22, 23, 24 и т.д., читатель может убедиться в справедливости правила, согласно которому любое число, возведённое в нулевую степень, равно единице. Иначе говоря, логарифм единицы всегда равен нулю. Этот факт известен музыканту по формулировке, определяющей приму как результат понижения верхней ступени интервала на величину этого интервала.

Усложним условия деления чисел, отыскивая решение задачи: сколько будет два, делённое на четыре? Логарифмическое вычисление выглядит так: 21-2=2-1.

Получен отрицательный логарифм. Музыкант предпочёл бы сказать, что идентифицирована ступень ниже примы. Впрочем одно не противоречит другому. Важно запомнить, что возведение в отрицательную степень не означает получение отрицательного числа. Отрицательный логарифм соответствует числу, меньшему единицы, но не меньшему нуля. Отрицательные числа не имеют действительных логарифмов.

Умножение и деление логарифмов корреспондирует возведению в степени и извлечению корней из соответствующих им чисел. К примеру: 6√2=21/6;  12√2=21/12;  24√2=21/24. Иначе говоря, извлечение корней выражается дробными логарифмами. По сей день корни высоких степеней обычно извлекаются посредством деления логарифмов. Музыкант назвал бы (не вполне корректно) эти выражения 6-ступенной, 12-ступенной и 24-ступенной равномерными темперациями 
 «октавы». Отметим, что во всех трёх случаях дробные показатели являются рациональными числами и что рациональность нецелочисленного логарифма интервала служит отличительным признаком равномерной темперации основания. Ещё более важна обратная формулировка: относительные частоты ступеней такой шкалы являются рациональными степенями основания. 

Ясно также, что вычисления предполагают использование логарифмов по одному и тому же основанию. Если вместо числа 2 мы примем за основание любое другое число, то расчёты ступеней музыкальной шкалы не перестанут быть верными. Однако выбор двойки даёт особые преимущества. Вид логарифмов по этому основанию непосредственно выражает первый из двух принципов, положенных в основу нашей нотации и называемый октавной одноименностью. Никакие интервалы, кроме «октав», не могут иметь целочисленных логарифмов по основанию 2, которые в этом случае аналогичны сантиметрам на линейке, или градусам на шкале термометра.

Второй принцип может быть назван квинтовой неодноименностью и состоит в том, что интервальное число любой нотированной ступени может быть представлено в виде члена геометрической прогрессии со знаменателем 3/2. Иначе говоря, нотируемая шкала развёртывается по чистым « квинтам» или, как говорят музыканты, получена квинтовым циркулем, или квинтовыми шагами (отметим, что и шаги, и циркуль подразумевают при этом прибавления квинты к квинте, а не умножения квинты на квинту). Этот принцип весьма упрощает вычислительные проблемы, стоящие перед теоретиком. Для определения относительной частоты любой ступени нотируемой шкалы требуется знать всего две величины: логарифм 3/2 по основанию 2 и число квинтовых шагов, отделяющих искомую ступень от примы.

Отступление о вычислении величин логарифмов. Имеется простой способ вычисления логарфима данного числа по данному основанию. Он основан на том факте, что последовательное возведение во всё более высокие целочисленные степени двух разных чисел время от времени даёт весьма близкие величины. Пусть, к примеру 3х=Н и 2у=Н/  так, что погрешность (Н/-Н) равенства 3х=Н=2у пренебрежимо мала. Тогда х=log3Н, у=log2Н, из чего следует, что х/у=log32, у/х=log23. Находя всё новые пары х,у, можно получать величины обоих логарифмов со сколь угодно высокой точностью. Первая такая пара известна нам (и была известна древнегреческим теоретикам) по пифагорвой комме 312/219. Определяя по ней величину log23, получаем 19:12=1,5833… Следующее значение (также доступное древнегреческим теоретикам) даёт пифагорова схизма 353/284: 84:53=1,5849057. Точность этого значения (погрешность менее 0,01%) достаточна для решения любых проблем традиционной теории. Ещё более хорошее совпадение дают 3665 и 21054. Погрешность отношения 1054:665 (=1,5849624) не превышает 0,00002%. Ещё более точное значение следует из совпадения величин 315960 и 225296 и т.д. Истинное значение этого логарифма иррационально, т.е. не может быть выражено конечным числом позиционных знаков.

Вид логарифма 3 по основанию 2 (3 – относительное число «дуодецимы») обнаруживает преимущества логарифмического представления данных. Музыканты определяют «дуодециму» как «квинту», добавленную к «октаве». Именно это содержание выражает запись 1,5849624. Величина состоит из единицы, т.е. логарифма «октавы» (log22), и нецелочисленного остатка 0,5849624, т.е. логарифма «квинты» по тому же основанию. Математики называют целочисленную часть логарифма его характеристикой, нецелочисленный остаток – мантиссой. Итак, 3/2=20,5849624.

Зная величину логарифма квинты, можно вычислить величину логарифма относительного числа любой другой ступени, идентифицируемой нашей нотацией (исключение, обусловленное вышеупомянутой иррациональностью, составляют «октавы»). Ход и вид таких вычислений соответствуют нашим интуитивным представлениям, сложившимся в условиях обращения с нотами и клавиатурами. Так, музыканты определяют «большую секунду» как интервал, получаемый «октавным» понижением примы, повышенной на две «квинты». Логарифмическое отображение этого определения выглядит как 0 +  0,5849624 + 0,5849624 –1 = 0,1699248, т.е. верно передаёт характер письменных и игровых (!) операций, не имеющих ничего общего со столь же корректным числовым отображением:  1 х 3/2 х 3/2 : 2 = 9/8.

Предпринятое нами вычитание единицы, т.е. «октавное» понижение, музыканты называют переводом интервала в тесное расположение. Вид логарима 0,1699248 свидетельствует о том, что он больше 0 и меньше 1, т.е. находится между примой и «октавой». Таким образом, отсутствие значащей характеристики непосредственно указывает на то, что интервал представлен в тесном расположении. Та же мантисса с ненулевой характеристикой (напр., 1,1699248; 0,1699248; -1,1699248)   указывает на то, что эта (и именно эта!) ступень повышена (понижена) на число «октав», непосредственно выражаемое значением характеристики. Ясно, что числовые выражения (напр., 9/4, 9/8, 9/16) лишены такой наглядности.   

Деление 0,5849624 на 0,1699248 легко убеждает, что интервал «квинты» примерно в 3,5 раза шире, чем интервал «большой секунды». Читатель, всё ещё сомневающийся в том, что наши музыкально-структурные представления имеют логарифмическую природу, может попытаться прийти к только что полученному результату, сравнивая интервальные числа 3/2 и 9/8.

Остаётся добавить, что логарифмирование (т.е. перевод чисел в логарифмы) и потенцирование (т.е. перевод логарифмов в числа) не требуют вычислений. Обе операции осуществляются с помощью таблиц логарифмов и антилогарифмов, либо, что намного проще, на калькуляторах, снабжённых программами логарифмических функций (напр., карманный калькулятор CASIO COLLEGE ƒx-80). Что касается читателя-музыковеда, то в традиционных проблемах он избавлен от необходимости логарифмирования и потенцирования. Об этом позаботились Гвидо Аретинский и анонимный изобретатель стандартной клавиатуры.

Мы рассмотрели получение неодноименных ступеней «квинтовыми» шагами, направленными от примы к дисканту. Их получение может быть представлено «квинтами», направленными от примы к басу. Музыканты называют их, соответственно, восходящими и нисходящими «квинтами». Поскольку логарифм примы равен 0, то логарифмы нисходящих «квинт» оказываются отрицательными величинами. 

Ясно, что величина интервального числа не зависит от перемены знака перед его логарифмом – любая неодноименная ступень имеет по обе стороны от себя последовательности восходящих и нисходящих «квинт». Ясно также, что развёртывание системы не исчерпывается порождением неодноименных ступеней. Каждая из последних требует перевода в тесное расположение или, что более точно, имеет по обе стороны от себя последовательности восходящих и нисходящих «октав». Пренебрежение этими фактами повлекло одну из наиболее досадных ошибок традиционной теории, всё ещё отождествляющей систему, порождаемую «квинтами», с системой, порождаемой «квартами».
Отступление о наглядности представлений. Взяв логарифм восходящей «квинты» с обратным знаком, получаем –0,5849624, т.е. логарифм нисходящей «квинты». Переводя в тесное расположение ступень отрицательной ветви, получаем логарифм интервала, порождённого нисходящей квинтой:  -0,5849624 + 1 = 0,4150376.

Так выясняется, что одноименное повышение ступени, полученной первой нисходящей «квинтой», является «квартой». Дополняя порождающую операцию, упомянутое повышение, радикально переопределяет характер появления последней. Аналогичные выводы даёт рассмотрение перевода в тесное расположение ступени, порождаемой воходящей «квинтой». Иначе говоря, «кварты» появляются в «квинтовой» системе только в качестве обращений.

Обратимся к неодноименным ступеням, порождаемым «квартовыми» шагами. Пользуясь теми же выкладками, нетрудно выяснить, что одноименное повышение ступени, полученной первой «нисходящей квартой», является «квинтой». Аналогичный результат даёт рассмотрение перевода в тесное расположение ступени порождаемой восходящей «квартой». Иначе говоря, «квинты» появляются в «квартовой» системе в качестве обращений и только обращений.

 Полагая предсуществование необращённых состояний, обращения не могут считаться порождающими операциями, следовательно «квинтовая» и «квартовая» системы могут переходить друг в друга только зеркальным преобразованием. Достопамятные приключения Алисы показывают, как много ловушек для «здравого смысла» ставит зеркальная симметрия в представлениях структуры и порядка. Не избежала их и традиционная теория, столь двойственно трактующая консонирование кварты и столь уклончивая в экспликации гиполадов, аутентичности-плагальности и т.п.

Тождество систем доказывается тем, что нисходящее считывание имён ступеней «квинтового круга» даёт имена ступеней «квартового круга». Однако такое считывание неосуществимо без предварительной адаптации «квинтового круга», фиксирующей бас (Фа) и дискант (Си) кластера белых клавиш. Последний-то и оказывается басом «квартового круга» (из чего, в частности, следует, что диезы, т.е. ступени выше дисканта белого кластера квинтовой системы оказываются бемолями, т.е. ступенями ниже баса белого кластера квартовой системы, диезы последней – бемолями квинтовой системы).  

Между тем традиционное отождествление положений аппелирует к басам и только басам, из чего следует, что кластер белых клавиш стандартной клавиатуры совмещает обе системы лишь при условии, что их положения расходятся на тот самый тритон, который со средневековья вызывает столь же пристальный, сколь и бесплодный интерес теоретиков.
 Уверенно перципируя «квартовые» модальности, музыковеды называют их плагальными (= ложными) лишь потому, что ошибочно трактуют свойства нотного и клавиатурного текстов.

Теоретики европейской традиции (к которым принадлежат такие выдающиеся учёные, как Декарт, Эйлер, д’Аламбер, Гельмгольц) не заметили этого различия и его принципиально важных следствий лишь потому, что основывали свои рассуждения на действиях с интервальными числами ступеней, дающих физическую картину шкалы, т.е. точное, но отнюдь не наглядное отображение последней. Соответствуя закону Вебера-Фехнера,
 действия с логарифмами интервальных чисел дают психологическую картину шкалы, т.е. столь же точное, сколь и наглядное её отображение.

Примером физической картины шкалы служат геометрические прогрессии расстояний, определяющих положения ладков на грифе струнных инструментов. Примером её психологической картины являются арифметические прогрессии расстояний, определяющих положения линий нотного стана, или клавиш фортепиано.

� Темперации – это модификации шкалы, требующие извлечения корней, чтобы выразить относительные числа некоторых или всех интервалов (Barbour J.M. Tuning and temperament. Mic. St. Coll. Pr., 1951, p. 5).  


� “Напомним (не говоря уже о названии “дьявола в музыке”, которое он получил в средневековье) характеристики, данные тритону самыми различными теоретиками: Эйлер отмечал его притягательное свойство, Бюссе в его разрешении видел “неумолимый ладовый закон”, Римский-Корсаков писал, что “талантливый юноша инстинктивно чувствует стремление септимы идти вниз (септима доминантсептаккорда — Фа в Ми)”, а вводного тона идти вверх (Си в До)”, Майргофер, одновременно с Яворским, указал на тритон, как на интервал, являющийся носителем тяготения и требующий разрешения в большую терцию, позднее (1924 г.) Д.Бас характеризует его как “единственный моторный интервал...” (Рыжкин И. Теория ладового ритма. (Б.Яворский) // Очерки по истории теоретического музыкознания. Вып. II. М. — Л., 1939, с. 112—113).





� Согласно этому закону величина ощущения пропорциональна логарифму величины стимула.





